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Alumnos de diez anos de edad resolviendo
ecuaciones lineales

Barbara Brizuela, Anallicia Schliemann U

' ENNEENRE |

Barbara M. Brizuela

Profesora en ef departamento de educacion en Tufts University, Massachusetts, EEUU.
En este cargo supervisa el trabajo de estudiantes de maestria y doctorado en el drea de
educacién en matemnatica. Realizo sus estudios de grade en Buenes Aires vy su docto-
rado en Harvard University. Sus investigaciones se centrar en e aprendizaje v la apro-
piacion de sisternas de representacion convencionaies por parte de nifios en edad es-

=nita ConociTien-

colar

lectores tuvieron
jadas. La autora
] procesoque!leva
15 notaciones de-
1es gue remiten a
amentos diversos
de las escrituras

a Maria Pearson,
fantes, en donde
stica N°4. Analiza
alidad de trabajar
1s decisiones que
tivos y contenidos
y analiza las pro-
scimientos a partir

ores que ya han
ievos que hoy se
wencidos de gue

fértiles para que
tadas por nuevas
'‘as preguntas que
1za de la matema-

slaudia Broitman

Analticia Schliemann

Trabajé por 20 anos en la Universidad Federal de Pernambuco, en Recife, Brasii, donde
desarrolld estudios sobre el razonarmiento matematico de nifos y aduitas en contextos
extraescolares. Algunos de esos estudios fueron publicados en el libro “En la Vida Diez,
en la Escuela Cero™ [T. Nunes y D. Carraher, Siglo Veiteuno, 1991). En Tufts University,
desde 1994, su investigacion se centra en &l razonamiento y el aprendizaje algebraico
temprano de ninos, que ha resuitado en su libro recientemente publicado “Bringing
out the Algebraic Character of Arithmetic [Resaltando el caracter aigebraico de la arit-
meuca)” con D. Carraher y B. Brizuela, Erlbaum, 2007.

Con este trabajo buscamos replantearnos la perspectiva con la que se miran
las dificultades que los alumnos experimentan con el dlgebra. Si bien aceptamos
que los alumnos de hecho si experimentan dificultades en el aprendizaje del al-
gebra, también sostenemos que el criterio adoptado por la mayoria de los inves-
tigadaores: que algebra es la capacidad de trabajar con reglas sintacticas adecua-
das para la resolucidn de ecuaciones, es un poco limitado. Ciertamente, aprender
y entender las reglas sintacticas necesarias para la resolucién de ecuaciones
debe formar parte del objetivo de la ensefianza del dlgebra. Pero algebra también
supone trabajar con otros multiples sistemas de notaciones {como las tablas de
funciones o los graficos de coordenadas cartesianas) y con variables y funciones.
Por lo tanto, en nuestras clases experimentales solo introducimos ecuaciones y
trabajo con sintaxis algebraica cuando los alumnos han demostrado que estan
familiarizados con los conceptos y representaciones de variables y funciones.

* © For the Learning of Mathemalics 24, 2 (July, 2004) FLM Publishing Association, Kingston, Ontario,
Canada,

Traducido por Maria Pelletta para 12{ntes) Ensefiar Matematica.

Version revisada por las autoras. Publicada con el permiso de las mismas v de 1a editorial.
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Ej principal argumento de este articulo es que, si logramos presentar eviden-
cia de que alumnos de escolaridad primaria pueden usar y entender las reglas
sintacticas del algebra, tenemos entonces que preguntarnos por qué tantos ado-
lescentes las encuentran dificiles. Tal vez no sea que los alumnos no estan pre-
parados o listos para aprender &lgebra, sino que el curriculum 0 la ensefianza a
la que han sido expuestos les han impedido desarrollar las ideas y representacio-

nes matematicas que de otra manera habrian sido capaces de lograr.

Estamos convencidas de que, como ya otros han expuesto, 1as dificultades
que los alumnos de escolaridad media y secundaria experimentan con el algebra
resultan de experiencias previas conun curriculum de matematicas que se centra
exclusivamente en los procedimientos matematicos y en las reglas de célculo. En
este articulo presentamos datos registrados a través de entrevistas y actividades
de aula, que muestran gque, si s les ofrece a los nifios la oportunidad de inter-

t jacienesal icas y de desarroliar notaciones alge-

braicas, aun alumnos de 10 afos de edad son capaces de resoi
algebraicas con incognitas a ambos lados del signo de igualdad.

Ver ecuaciones

Antecedentes

'E R BN

Muchos investigadores han sugerido que &l algebra deberia impregnar el cu-
rriculum de matematicas y ser introducida a una temprana edad, evitando asi
un atrincheramiento de la aritmética (por ejemplo Bodanskii, 1991; Booth, 1988;
Brown y Coles, 2001; Crawford, 2001; Davis, 1985 Dougherty, 2003; Henry,
2001; Kaput y Blanton, 2001; Schoenfeld, 1995 Vergnaud, 1988; Warren, 2001).
Todos ellos estan de acuerdo en que los alumnos de primaria pueden compren-
der tanto los conceptos cOMo las notaciones del aigebra, y que los limites entre
la curricula de la aritmética y la del algebra deberian reducirse.

Muchos investigadores han sugerido que las dificultades que fos alumnos en-
cuentran en el algebra tienen su origen en la falta de experiencia previa con
generalizaciones aritméticas y algebraicas, que deberian ser parte integral del
curriculum de aritmética.

Las dificultades que 10s alumnos experimentan con algebra no son tante difi-
cultades propias de! slgebra, sino problemas de aritmética que no han sido cofre-
gidos. (Booth, 1988, p. 29)

Dados los problemas intrinsecos de la aritmética, algunos investigadores han
empezado a introducir e integrar conceptos algebraicos en el curriculum de la
escuela primaria. Pero, ¢ pueden los alumnos lograrlo? Vamos a flustrar este tipo
de trabajo con la descripcion de cOmo un grupo de alumnos de 10 afios de edad
llega a producir y' resolver ecuaciones lineales con incognitas y variables a am-
bos lados del signo de igualdad, un logro que s€ pensaba imposible incluso para
muchos alumnos de escolaridad media y secundaria.
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Existe un acuerdo relativamente generalizado entre los educadores de mate-
maticas y los responsables de las politicas educativas (ver por gjermnplo, NCTM
[Consejo Nacional de Maestros de Matematicas), 2000; Sutherland, 2002) de que
el dlgebra deberia formar parte del curricuium de la escuela primaria. Lo que atn
se discute y aun requiere de una investigacion sistematica es cémo deberian im-
plementarse estas sugerencias. La implementacion exitosa de actividades y dis-
cusiones algebraicas en ia escuela primaria ha sido descripta, por ejemplo, por
Bodanskii (1991); Carpenter y Franke {2001); Davis (1985); Dougherty (2003);
Fujit y Stephens (2001); Kaput y Blanton (2001); y Schifter (1999). Estos investi-
gadores se han concentrado en el digebra en los primeros grados de la escuela
primaria, pero sus métodos han variado y se han centrado mas en los diferentes
aspectos de [o que se considera que es el dlgebra.

Un primer grupo de estudios se centré en el uso de ecuaciones escritas y sin-
taxis algebraica, en los conocimientos de los nifios sobre igualdades y desigual-
dades, y en el uso de letras para representar incdgnitas y variables:

mpregnar el cu-
id, evitando asi
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Bodanskii (1991), en Rusia, se centré principaimente en el desarrollo y re-
solucién de ecuaciones escritas para la solucién de problemas verbales. El re-
sultado mostr6 que los alumnos de 10 afios a los que se les habfan presentado
problemas y notaciones algebraicas desde los 6-7 afios, tuvieron un desempefio
significativamente mejor que aquellos que sélo habian tenido acceso al algebra
a partir de sus 11 afios. :

En Brasil, Brito Lima (Brito Lima y da Rocha Falcdo, 1997) y Lins Lessa (di-
sertacion doctoral no publicada), resaitan cuestiones relacionadas tanto con los
conceptos como con las notaciones algebraicas. En sus estudios demuestran
que alumnos de escolaridad primaria pueden elaborar representaciones escritas
para problemas algebraicos y que su éxito en |a resolucion de dichos problemas
se debe a la elaboracién de ecuaciones escritas y al uso de las reglas sintacticas
algebraicas para resolver ecuaciones.

Carpenter y Franke (2001) se centran en el pensamiento algebraico a partir
de discusiones de grupos de nifios respecto de ecuaciones y desigualdades.
Demuestran que alumnos de primaria que participaron en actividades de aula ex-
plorando relaciones matematicas, pueden entender y explicar que una ecuacion
como a + b — b = a es verdadera para cualquier nimero a y b.

Mas recientemente, en Hawaii, el proyecto "Measure Up™ ha promovido la
introduccion de conceptos algebraicos desde los primeros afios de la escola-
ridad primaria (Dougherty, 2003). La premisa basica detras del proyecto es la
necesidad de pensar que conceptos matematicos son apropiados para los nifios
pequefios. Lo que Dougherty y sus colegas proponen, siguiendo el trabajo de
Davydov (1991), es que los nifios comiencen su instruccion de matematicas sin
usar numeros. Se centran, en cambio, en proponer comparaciones entre las pro-
piedades fisicas de los objetos. Estas comparaciones y relaciones entre dichos
atributos son expresadas en forma de relaciones, usando letras. Los nlumeros
son introducidos en el curriculum de forma gradual, sin perder de vista que el

1 Significa “dar la talia” "estar a la altura de algo”. Measure también es medir,
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foco estd puesto en las relaciones y comparaciones. En este proyecto, incluso
nifios de cinco y seis afios trabajan con igualdades, desigualdades, diferencias,
conmutatividad, asociatividad e inversos.

Davis (1985), en el Proyecto Madison, encara el tema de manera diferente,
concentrandose en alumnos de once afios de edad trabajando con conceptas y
notaciones de variables, coordenadas cartesianas y funciones. Nuestro trabajo
de investigacion demuestra que alumnos de nueve afios de edad pueden apren-
der a pensar las operaciones aritméticas como funciones mas que como meros
calculos numéricos, que pueden operar sobre incognitas (Carraher et af., 2001} y
trabajar con notaciones de flechas (2] del tipo n & 2n - 1 (Carraher et al., 2003).
También demostramos que los alumnos de diez afios de edad son capaces de
trabajar con tablas de funciones, graficos de funciones lineales y establecer co-

¥ L

Sin embargo, podria ser que estas demostraciones no hayan convencido a
algunos educadores en 4rea de las matematicas de que los nifios pequefios pue-
den aprender algebra. Investigaciones previas han resaltado las dificuftades de
los alumnos para resolver ecuaciones con incognitas a ambos lados del signo de
igualdad (por ejemplo Filloy y Rojano, 1989; Herscovics y Linchevski, 1994). Es-
tos investigadores han atribuido sus conclusiones a restricciones evolutivas yala
propiedad abstracta inherente al 4lgebra, concluyendo gue ni siquiera [os adoles-
centes estarian preparados para aprender algebra (Collis, 1975; Filloy y Rojano,
1889; Herscovics y Linchevski, 1994; Linchevski, 2001; MacGregor, 2001; Sfard
y Linchevski, 1994).

Algunos investigadores afirman que la capacidad de los alumnos de realizar
ejercicios de algebra esta definida por su capacidad de entender ¥ usar su sin-
taxis y resolver ecuaciones con incégnitas a ambos lados del signo de igualdad
(ver Filloy y Rojano, 1989). Filloy y Rojano (1989), por ejemplo, proponen que
hay una “linea divisoria” que separa la aritmética del algebra. Del mismo modo,
Herscovics y Linchevski (1894) sefialan “/a incapacidad de los alumnos de ope-
rar espontaneamente con o en las incégnitas” (p. 59, enfatizado en el original) y
se refieren a su incapacidad para representar y manipular incégnitas como una
brecha cognitiva.

Nuestro enfoque a la notacion algebraica

La notacion simbdlica del digebra es uno de los tantos sistemas representa-
cionales basicos de las matematicas. En un sentido limitado, al razonamienio al-
gebraico solo le concierne |a notacion algebraica simbolica. En un sentido amplio,
que es el que adoptamos nosotras en este trabajo, el razonamiento algebraico
esta asociado con e infegrado a una cantidad de sistemas representacionales
diferentes. A pesar de que algunos educadores estan en contra de cualquier tipo
de uso de notaciones algebraicas en los primeros grados de la escuela primaria,
nosotras consideramos que es mejor enmarcar el tema en un contexto mas am-
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plio. Cuando hablamos de un contexto mas amplio, nos referimos a preguntarnos
de qué manera las (diferentes) notaciones se relacionan con el razonamiento ma-
tematico y con los conceptos algebraicos en particular. Dado que las notaciones
simbdlicas del dlgebra estan integradas y asociadas al razonamiento algebraico,
y son parte integral del lgebra, nuesira investigacién se concentra tanto en los
razonamientos de los nifios como en el uso que hacen de la notacion simbdlica
del algebra y la comprension que tienen de la misma.

Las notaciones convencionales ayudan a extender el pensamiento (Cobb,
2000; Lerner y Sadovsky, 1994; Vygotsky, 1978), pero si se introducen sin acom-
pafiarlas con la comprensién de las mismas, los alumnos pueden presentar una
formalizacion prematura (Piaget, 1964). Por estas razones las notaciones ma-
tematicas deben ser presentadas a los nifios de forma que tengan sentido para
ellos. :

Nuestroenfoque g ta introduccion de nuevas notaciones es de presentarlas ————————
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como variaciones a las formas espontaneas con que los alumnos representan los
problemas verbales abiertos. Los datos recogidos durante nuestras intervencio-
nes en el aula han mostrado que los alumnos mas pequefios pueden aprender a
usar de forma significativa la notacién simbolica algebraica, para expresar gene-
ralizaciones a las que han arribado al explerar problemas abiertos en contextos
ricos. Hemos encontrado que los nifios pueden usar notaciones matematicas no
solo para registrar lo que han entendido, sino también para estructurar y llevar
sus razonamientos mas lejos. También hemos demostrado gue ias notacionas al-
gebraicas pueden constituir una herramienta para realizar generalizaciones, para
entender funciones lineales y para resolver problemas (Brizuela, 2004).

Nuestro siguiente paso fue investigar si los alumnos de la escuela primaria
podrian también trabajar con ecuaciones algebraicas escritas y con las reglas
sint&cticas de! algebra. Estudios previos han demostrado que incluso nifios de
7 afios de edad son capaces de comprender un principio basico implicito en
las reglas para la resolucion de ecuaciones, por ejemple, que sumar o restar la
misma cantidad a dos cantidades iguales no destruye la igualdad, y que alumnos
de nueve afos de edad pueden elaborar notaciones para problemas algebraicos
y, con ayuda del entrevistador, resolver ecuaciones lineales usando diferentes
estrategias para su solucion, incluyendo el uso de reglas sintacticas algebraicas
(Bodanskii, 1991; Brito Lima y da Rocha Falc&o, 1997).

En el estudio longitudinal que describimos parcialmente aqui, les presentamos
a los alumnos ecuaciones como una extension de su trabajo sobre funciones,
tablas de funciones y graficos para funciones lineales. Describiremos resumi-
damente nuestra manera de encarar la presentacion de ecuacicnes algebraicas
a los alumnos y presentaremos el informe de los resultados finales de nuestro
estudio sobre el uso de notaciones algebraicas y estrategias para resolver ecua-
ciones en alumnos de 10 afios de edad. Describiremos en detalle:

« las discusiones de los alumnos y el material escrito producido durante la
ultima de nuestras lecciones en una de las cuatro aulas en las que traba-
jamos, y

+ las respuestas de estos mismos alumnos durante nuestras entrevistas,
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Las intervenciones en el aula y sus resuitados

a8

Trabajamos con 70 alumnos en cuatro aulas, desde segundo grado (nifios
de 7 y 8 aiios de edad) hasta cuarto grado (nifios de 9 y 10 afios de edad). Los
alumnos pertenecian a una comunidad multiétnica (75% de latinos) en las afue-
ras de Boston, Massachusetts, EEUU, y 83.09% de los alumnos provenian de
familias de escasos recursos de acuerdo a las definiciones del departamento de
educacién del estado de Massachusetts.

Cada semestre, a partir del segundo semestre del segundo grado y hasta el
ultimo de cuarto grado, implementamos y documentamos entre seis y ocho ac-
tividades de algebra temprana en el aula, cada una de ellas de una duracion de
90 minutos. Las actividades estaban relacionadas con operaciones aritméticas,
fracmones proporcmnes porcentajes y numeros negatwos Nuestro objetivo era

trabajaban con vanables funciones, nitmeros posmvos y negatlvos notaciones
algebraicas, tablas de funciones, gréficos y ecuaciones.

Las dltimas seis lecciones que tuvimos en cuarto grado se centraron en ecua-
ciones y notaciones algebraicas. Cada leccién se centraba en un problema que
tenia incégnitas y que podia ser representado con ecuaciones, como en los dos
ejemplos de la Figura 1.

¢ "Problema 1 Mike: y Robln t:enen una cantidad de dinero cada uno. Mike t|ene
§-$8 en su mano y el resto-en su bllletera ‘Robin tiene en total exactamente tres
{ veces la cantldad que ‘Mike tiene en su billetera.. ¢Cuanto dlnero podna haber en
§.ia billetera de Mike? ¢ Quién tiene mas dinero?
:. Problema 2 ¢Cual de estos planes telefonicos es mejor‘?' Plan #1 Pagas
£ $0.10° por minuto para todas tus Ilamadas Plan #2 Pagas $0. 60 por mes mas
$O 05 por mmuto para las ilamadas o 5

Frgura 1 Los dos e;emplos

Cuando se les presentaron los problemas a los nifios, no se les pidid que en-
contraran la respuesta "correcta” sino que consideraran todas las posibilidades,
que dibujaran los graficos de dos funciones y que consideraran una respuesta
solamente cuando hubieran pasado por estos pasos. Durante las semanas pre-
vias a las lecciones que nos ocupan, los nifios se sentian bastante comodos
trabajando con incégnitas y algunos de ellos incluso gradualmente empezaban
a usar N para representar la incdgnita, aungue algunos de ellos todavia usaban
notaciones iconicas. E| problema de ta Figura 2 fue presentado a los alumnos de
cuarto grado durante la (itima clase.

os alumnas tlenen Ia mlsma cantldad de caramelos. Bﬂana tlene una caja
i dos tubos ysiete carametos sueltos ‘Susan tiene una’ ‘caja, un tubo y 20 carame- }
 los'sueltos. Si cada caja tiene la misma canttdad de caramelos-y cada tubo tam-
§'j.b|én tiene Ia mrsma ‘cantidad, /podés calcular cuantos caramelos hay en cadaé
i'tubo‘? QYK cuantos en cada caja'? L B

Figura 2 El problema presenrado durante Ia Ultima clase de cuarfo gra
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Elegimos este problema porgue refleja parte de la controversia respecto de
queé exactamente cuenta como algebra. Este problema puede ser representado a
partir de la siguiente ecuacion:

y+2x+'7=y+x+20.

El problema presenta variabies e incognitas a ambos lados del signo de igual-
dad, siguiendo las limitaciones que establecen Filloy y Rojano (1989) en cuanto
a qué es digebra. De esta manera también tuvimos en cuenta las limitaciones a
las que aluden Herscovics y Linchevski (1994) respecto del aprendizaje del alge-
bra en tanto que incluye manipulaciones con incognitas, que es lo que nuestros
alumnos tendrian que hacer al trabajar con este problema.

Comenzamos la leccion dramatizando el problema. Al frente de la clase pusi-
mos sobre una mesa a fa que llamamos /a mesa de Briana, una caja, dos tubos
y 7 caramelos en una bolsa transparente. Junto a esta mesa colocamos otra a la
que llamamos /a mesa de Susan, donde pusimos otra caja, un tubo y 20 carame-

itives, notaciones
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elementos en las mesas.
SUSAN BRIANA

olpmiell

Figura 3: Distribucion de los elementos en fas mesas de Susan y Briana, para el pro-
blema de los caramelos.

En nuestro trabajo con los nifios hemos tratado de alentarlos a usar dos tipos
distintos de estrategias para resolver problemas algebraicos. La primera estrate-
gia implica "aparear con flechas” cantidades a ambos lados del signo de igual-
dad, o cantidades pertenecientes a dos personas distintas, Briana y Susan. La
segunda estrategia implica eliminar cantidades iguales a ambos lados del signo
de igualdad o cantidades pertenecientes a dos personas distintas. Usando estas
dos estrategias diferentes, podemos pensar en dos distintos modos de abordar el
problema. La Figura 4 muestra uno de esos modos.

Abordando el problema de este modo, eliminamos o apareamos las cajas
de Susan y Briana y también un tubo de cada una, quedando sin aparear los
caramelos sueltos de ambas nifias y uno de los tubos de Briana. Suponiendo
que ambas nifias tienen la misma cantidad de caramelos, podemos ver la bolsa
de caramelos sueltos de Susan como dos sub-cantidades: La cantidad que co-
rresponde a los caramelos sueltos de Briana (7) y lo que sobra de los caramelos
de Briana: el tubo. Como 20 - 7 = 13, podemos asumir que el tubo adicional de
Briana contiene 13 caramelos.

12ntes) Ensedar Matematica- #05- 2008
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SUSAN BRIANA

Figura 5: Otra forma de abordar el problema.

La figura 5 muestra otra posible forma de abordar el problema.
esta forma, las dos cajas de caramelos estan apareadas con flechas
un tubo de cada una de las nifias. Luego, otra vez suponiendo que al
tienen la misma cantidad de caramelos, podemos asumir que los caral
tos de Susan son la suma de los caramelos sueitos de Briana (7) y |
adicional. 7 + x = 20, entonces la cantidad de caramelos en el tubo ser
san sélo dos posibles formas de abordar el problema. Nos podemos
los nifios usando una u otra forma, o una combinacion de ambas, o cu:
forma original para calcular la cantidad de caramelos que habia en lo

El investigador a cargo de ensefiar a este grupo de nifios {David)
ambiente de ensefianza-aprendizaje propicio para que los nifios prese
propias perspectivas, ideas y formas de representar los problemas. Al ¢
cada clase de 90 minutos, se les presentaba a los alumnos un probler

Primero se hacla una lluvia de ideas con los nifios para registrar la
reacciones frente al problema. Luego se les pedia que anotaran en un
ideas respecto del problema y a veces también sugerencias para su |
lucion. Estas notaciones se compartian con toda la clase. Generalme
elegia algunos ejemplos representativos para presentar a toda la cle
presentaciones grupales eran seguidas por mas discusiones grupale
problema y ia blsqueda de un consenso sobre su posible solucién. D:
maestro de estos nifios sélo en nuestras intervenciones de algebra ter
resto del tiempo tenfan clases con su maestra, quien presenciaba nues
venciones como invitada. Nuestras lecciones respondian tanto a las ne:
expresadas por la maestra, como al marco del curriculum estatal alre
cual se disefié el curriculum del grado.
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Una vez presentado el problema al frente del aula, los alumnos empezaron
a discutirlo. Aarielle se dio cuenta de que este problema era similar al de “la
billetera” (ver arriba) que habian resuelto seis semanas antes. Kauthamy notd
gue Susan tenia trece caramelos mas que Briana en su bolsa, y Albert observo
que Briana tenia un tubo mas de caramelos. De este modo, Kauthamy y Albert
empezaron el proceso resaltando las cantidades de Susan y Briana; Susan tiene
13 caramelos sueltos mas, y Briana tiene un tubo adicional de caramelos. La
combinacién de estos descubrimientos fue crucial para la solucion del problema.

Cuando David les pregunté a los nifios si padian deducir la cantidad de cara-
melos que contenian la caja o los tubos, todos dijeron que no. Sin embargo, ca-
torce minutos después de que iniciara la clase, Albert continué razonando scbre
su idea inicial y explico que jlos tubos de Briana tenian que tener 13 caramelos,
para que unc de los tubos més los 7 caramelos sueltos sumaran los 20 carame-
los sueitos de Susan! Inmediatamente uno de los nifios de la clase estuvo de
acuerdo con Albert.

Hasta este momento, los nifios de la clase se concentraron en la cantidad de
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irededor del

: ; Itraror en 1as incognitas
que estaban a ambos lados del signo de igualdad, si consideramos como seria
la expresién algebraica del problema. En este momento, sin embargo, Cristian
notd que no importaba cuantos caramelos habia en las cajas, sefialando asi por
primera vez la naturaleza variable de la cantidad de caramelos en las cajas. La
cantidad de caramelos en las cajas era variable, y podia asignarseles cualguier
valor, siempre y cuando las cantidades fueran iguales. Cristian también explico
que si el tubo de Briana tenia 13 caramelos, entonces estos, sumados a los 7
sueltos son 20, més los otros 13 que hay en el tubo adicional, son 33, Susan tiene
13 en su tubo, mas 20 sueltos, también es 33. Entonces dijo que es por esto que
la cantidad de caramelos que las nifias tienen es la misma sin importar la canti-
dad que contengan las cajas. La Figura 6 muestra el razonamiento de Cristian
en un diagrama.

ale]

2}+ r§=33 / /

13
N
20 +13=33

Figura 6: El razonamiento de Cristian sobre el problema.

Mariah, sin embargo, no conforme con el razonamiento de Albert, le pidié
que explicara por qué pensaba que habia 13 caramelos en los tubos. Albert le
respondié que la cantidad de caramelos de uno de los tubos mas los 7 carame-
los sueltos de Briana, tenia que ser igual a los 20 caramelos sueltos de Susan.
Mariah entonces le pregunté qué pasaba con el segundo tubo de caramelos que
tenia Briana, y él le explicé que su razonamiento todavia era valido porque Su-
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san también tenfa un tubo. La Figura 7 muestra el razonamiento de Albert en un
diagrama.

Carissa agrego que los caramelos en 1a bolsa de Susan - los suelios — com-
pensaban el tubo adicional de Briana. Y después agregd también que Briana
y Susan tenian la misma cantidad de caramelos y que por lo tanto la bolsa de
Susan, que tenia 20 caramelos, en realidad era como tener 7 mas 13. Tambien
explicd que al comparar los caramelos sueltos de las nifias, resultaba que Susan
tenia 13 caramelos mas que Briana, y que esos 13 coincidian exactamente con
la cantidad de caramelos en el tubo adicional de Briana. Entonces, los caramelos
de mas que tenia Susan, comparados con jos de Briana —13 - los podias poner
en un tubo, asi las dos terminaban teniendo una caja, dos tubos y 7 caramelos
sueltos. La Figura 8 muestra el razonamiento de Carissa en un diagrama.

SUSAN BRIANA
/‘m"‘\
@é
07

Figura 7: El razonamiento de Albert sobre el problema.

SUSAN ARANA

o) 7

L

Figura 8: EI razonamiento de Carissa sobre el problema.

David (el docente) preguntd cuantos caramelos de la bolsa de Susan (los
caramelos sueltos) se correspondian con el tubo de més que tenia Briana. Albert
contestd que 13, porque asi quedaban 7 caramelos sueltos (la misma cantidad
que tenia Susan). Unos minutos mas tarde, David preguntod, “;como sabemos
que los tubos contienen 13 caramelos y que las nifias tienen la misma cantidad
cada una, si todavia no abrimos los tubos para fijaros?” Cristian contestd que
"asto se llama algebra” y Briana y Mariah explicaron que usan algebra para de-
ducir y poder hacer conjeturas con fundamento. David desafi¢ a los nifios a que
le demostraran que habia en realidad 13 caramelos en los tubos. Cristian explico
que podian usar la letra N para denotar los tubos y toda la clase estuvo de acuer-
do en que debian usar una letra distinta para denotar las cajas.

A continuacion los nifios se sentaron a trabajar en la forma de representar el
problema en forma escrita. Cada uno de los alumnos de la clase produjo su pro-
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pia representacion escrita del problema. Aunque la mayoria de los niftos del aula
produjo una notacién icénica (78%), un tercio de la clase incluyé una ecuacién
en sus notaciones y mas de un tercio (39%) incluyd una letra para reemplazar
las incognitas.

Ei trabajo de Nancy (ver Figura 9) es un ejemplo de una notacién icénica.
Primero trabajé sobre las cantidades dadas para los caramelos sueltos {veinte y
siete} y correctamente uso la diferencia entre estas dos cantidades (trece) como
el valor adjudicado a las cantidades de los tubos, mostrando dos tubos en ia
mesa de Briana y uno en ia de Susan, cada una con 13 caramelos,

ilsa de Susan (los
tenia Briana. Albert
(la misma cantidad
, “icémo sabemos
fa misma cantidad
istian contestd que
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Figura 9: Nancy

Aungue Nancy sabia que Susan tenia 20 caramelos sueltos, en la mesa mos-
tré como que tenia trece y siete — igual que Briana. Un dato interesante en el
trabajo de Nancy es el signo de interrogacion que colocé sobre las cajas - la
cantidad de caramelos en las cajas es desconocida (y por eso el signo} y no la
sabremos, ni hecesitamos saberlo para resolver el problema. En nuestro estudio
longitudinal, no fue esta la primera vez que encontramos que los nifios utilizan
el signo de interrogacion para representar las incognitas. El trabajo escrito de
Ramén (ver Figura 10) también resulta interesante, en el sentido de que logrd
integrar notaciones algebraicas e iconicas (N + 7). Sistematicamente usé N para
mosirar lo que habia en los tubos de caramelos. Y ademas usé su propia nota-
cidn para resolver el problema y mostrar la solucion. Representd los caramelos
de Susan (1) y Briana (2) con iconos, y luego unié lo que tenian y tacho las canti-
dades iguales en ambos lados. No le asigno un valor a las cajas y no tuvo ningan
problema en tacharlas ya que habia una de cada lado. A través de su trabajo
llegé a la conclusion de que, para tener la misma cantidad de caramelos, Susan
debe quedarse con 13 y 7 (sumando 20 en total) y Briana debe guedarse con N
+7, haciendo que N sea igual a 13 caramelos.
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Figura 10: Ramon.
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Figura 11: Albert.

La Figura 11 muestra que Albert usé Una ecuacion para representar el proble-
ma. Usd Ny Z para las incognitas. Empezo usando N para representar los tubos
y las cajas, pero enseguida usd Z para los tubos. Después de unir las cantidades
iguales, resuité gue habia usado las dos letras indistintamente, pero flegd al re-

sultado 20 =N +7.
Res

-Z.Jm " sa
WZ%W& Pl s 8
n ’\\m‘zh,{ywi.’
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Figura 12: Cristian.

La Figura 12 muestra una notacion muy sofisticada de Cristian. Aunque muy
parecida a la de Albert, las notaciones de Cristian tienen mayor relevancia dada
la explicacién que agrego al costado de la ecuacion:
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Separé 20 en 7 y 13. Luego hice corresponder 7 con 7. Luego separé 2N en
Ny Ny las hice corresponder. Por lo tanto 13 = N,

Cristian dispuso las cantidades de caramelos de Briana y Susan como una
igualdad e hizo corresponder los elementos a ambos tados de Ia ecuacion,

Una vez que la clase se reunio para discutir el problema y las notaciones es-
critas de ios alumnos, David escribié en el pizarron que T representa la cantidad
en cada tubo y que B representa |a cantidad en las cajas. Después le preguntd a
la clase, “; cuanto tiene Briana?”. La clase entera respondic confiada:

2T+B+7.

Luego pregunts, *; cuanto tiene Susan?"vy Ia clase respondid;

T+B+20

Cuando David pregunto si estas expresiones se podian simplificar, Albert su-

girié que se podian tachar las “B"DavicHastachdydij

1

=z Ahora tenemos 27 + 7 y del otro lado T + 20 ; Podemos simplificarlo mas?
?Z“ﬂ Carissa, sefalando las mesas donde se habian distribuido los caramelos para
/ dramatizar el problema, sugirié que se pusieran 7 caramelos en la bolsa de Su-
san dejando 13 afuera para ponerlos en un tubo imaginario. David lo hizo y Aa-
rielle escribié en el pizarrén, separando 20 en 13 + 7,y tachando los 7 en ambos
lados. David borrd el 7 del pizarrén, dejando 27 = T+ 13. Cristian sugitio tachar
dos tubos (una de cada tado) dejando 7= 13. David hizo lo sugerido con los tubos
y escribi6: “Entonces T tiene que ser 13. Contemos los caramelos.” En seguida,
resentar el proble- Kauthamy conté los carqmelos que efectivamente eran 13. Los nifios gritaron,
yresentar los tubos “iHurral”, en una expresién de alegria por haber resuelto el probiema.

Jnir las cantidades
2, pero llegd al re-

Resultados de las entrevistas

2000
Vo Rutg . A
7 endd ] _ Al ﬁnahzar el afio e§colar, entre la primera y _Ia cuarta semana despyeg c.tel al-
A M' : timo dia de clases de algebra temprana, entrevistamos a los alumnos individual-
e mente presentandoles una serie de problemas. En la Gitima parte de la entrevista
;Vk d les pediamos a los nifios que representaran por escrito la solucién del problema

................................................................................................................................

: Harofdnene aigg_'-__ﬁei_'_dipé'r‘_tj, ’Séll'y't_ie'rie__cua't'ro veces mas que H'ar'ofq.'l_'-larbjd_'_é
i gana. $18,00 mas.. Ahora tiene fa /misma_cantidad que Sally. ¢Podés calcular

Figura 13: El problema de fa entrevista.

fian. Aunque muy
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De los dieciocho nifios entrevistados, diez representaron la cantidad inicial de
Harold como N, X0 H, y la cantidad de Sally como N x 4. Para la cantidad de Ha-
rold después de haber ganado $18, ocho nifios escribieron N + 18, Cuatro nifios
escribieron, para la ecuacién completa N + 18 = N x 4 y ocho nifics resolvieron
el problema correctamente. Sin embargo, sblo uno de ellos utilizd el sistema de
tachar las cantidades iguales a ambos lados de 1a ecuacion. Otr0 alumno explico
el método cuando se le pregunto. Aparentemente, mientras trabajaban en la so-
lucién escrita del problema, faciimente dedujeron que la cantidad inicial de Harold
era 6. Como nos dijo Albert, “Pensé que era 6 porgue fue el nimero que me vino
ala cabeza.” ' ,

Discusion

Tanto la leccion como ias reacciones de los nifos frente al problema ponen de
manifiesto una serie de cuestiones relacionadas al algebra en el curriculum de
matematicas. Ante todo, hemos presentado evidencia de alumnos de los prime-
ros grados de la escuela primaria haciendo aigebra. El tipo de problemas con los
gue trabajaron podria ser representado por una expresion que incluye incognitas
y variables a ambos lados del signo de igualdad, satisfaciendo asi 1as limitacio-
nes establecidas por una vision particuiar del algebra que involucra el uso de

sintaxis algebraica.

Un tercio de los alumnos utilizé una expresion algebraica para representar €l
problema, ¥ mas de un tercio de la clase utilizd letras para expresar la incognita.
Ahora entonces retomamos la pregunta inicial de este trabajo: Si nifios de tan
corta edad son capaces de entender y trabajar exitosamente con algebra, ¢por
qué es que tantos adolescentes la encuentran tan dificil?

Los alumnos con los que estuvimos trabajando participaron en 6 a 8 activi-
dades de algebra temprana por semestre durante un afio Y medio. Por lo tanto,
podemos argtiir que fue esta exposicién la que les permitio abordar el problema
satisfactoriamente, usar expresiones algebraicas y letras para sus notaciones.
Sin embargo, quedan aun dos cuestiones: estos son alumnos pequenos, Y 24
actividades en el curso de un afic y medio no es una cantidad significativa.

Asi que volvemos al mismo argumento presentado al principio de este trabajo:
el problema no esta en los nifios. Si alumnos de corta edad pudleron frabajar con
algebra, potenciaimente alumnos de mayor edad también podrian hacerlo. Es
muy probable que sea el tipo de instruccion al que los alumnos han sido expues-
tos, lo que esté influyendo negativamente en su aprendizaje del algebra. Si los
alumnos trabajaran dentro de un curriculum algebraico de matematicas desde el
inicio de su educacion, es muy probable que de adolescentes tengan |a capaci-
dad de trabajar con una matematica mas compleia.

El tipo de actividades enfocadas en ecuaciones que desarrollamos durante 6
semanas de nuestro estudio longitudinal no eran simples ni faciles para nuesiros
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alumnos. Sin embargo, fueron capaces de aceptar el desafio y, al final de sdlo
6 encuentros enfocados en ecuaciones, muchos fueron capaces de representar,
discutir significativamente y analizar problemas con incognitas a ambos lados
del signo de igualdad. En el aula, por lo menos un tercio de Ia clase pudo repre-
sentar los problemas como una ecuacién, resolverla y explicar con sentido cémo
pudieron manipular los elementos de la ecuacion. En las entrevistas, mas de Ia
mitad de los nifios representaron correctamente las cantidades de los problemas,
usando letras para representar las incégnitas.

Nuestros resultados sugieren que trabajar con ecuaciones esta al alcance de
la comprensién matematica de alumnos de 10 afios de edad y que mucho mas
podria lograrse alin si este tipo de actividades formara parte de las clases diarias
de matematicas de los nifios de escolaridad primaria.
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Notas

#3980

[1] Este articulo es parte de un estudio longitudinal, patrocinado por la Na-
tional Science Foundation* (subvencién #9909591, otorgada a D. Carraher y A
Schliemann, ver earlyalgebra.terc.edu).

[2] Utilizamos el término notacidn para refarimos a las representaciones es-
critas externas (ver Lee y Karmiloff-Smith, 1996, quienes también advirtieron que
estas notaciones pertenecen a sistemas notacionales con los que comparten un
grupo de reglas).
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